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RiA - Research in Action

» E un progetto di PCTO (Percorsi per le Competenze Trasversali e per
[’orientamento) ...

... ma sopratutto un tentativo di dare un senso all’insegnamento
della matematica nel liceo scientifico
« spronando alunni e alunne a fare da soli davanti a un problema
* invitandoli a mettere a frutto conoscenze e (soprattutto) competenze in

contesti diversi da quelli usuali
« Con l’idea che la matematica puo:

 servire a costruire un modello per il problema proposto
 fornire i metodi e gli strumenti per risolvere il problema stesso

Il progetto RiA
Matematica
applicata

Il processo
Partner

La struttura
Modello affine
Onde
gravitazionali
Metodo di
lavoro

Come aiutare?
Il fascicolo
Risultati



Matematica applicata . 3

Insegnare matematica e difficile:

La manipolazione di simboli sembra a volte del tutto inutile Il progetto RiA

. Matemati
» A volte il docente dovrebbe porre domande aperte ... aasg‘lfc;i:
- problemi, quesiti, che richiedono di pensare strategie risolutive, di usare gli Il processo
strumenti conosciuti in modo originale e creativo Partner
« problemi che invitano a chiedere e cercare nuovi strumenti perche quelli che si La struttura
possiedono non sono sufficienti o non abbastanza affinati. Modello affine
* Il progetto promuovere l’uso della matematica nella sua concezione piu gravitazigggﬁ.
alta e generale: un linguaggio per la descrizione e la comprensione i
della realta lavoro
» Una volta compreso il pezzetto di realta oggetto di studio, la_ Con?le fa‘“t_arf?
matematica diventa lo strumento ideale per concepire e architettare ;‘fsﬂft‘;t‘j

una soluzione del problema.



La proposta e poi passata
a un piccolo gruppo (4-5)

di studenti e studentesse
Il tutor esterno

propone un problema
basato su dati sperimentali

Il gruppo produce ... e

Il problema e concertato |_
con il docente della scuola k \_)

tenendo conto delle

competenze (acquisite e .. relazione, grafici, app, e UN fas’ucolo.per '
da acquisire) di alunni e strumenti e quanto possa replicare |'esperienzal
alunne servire alla soluzione del

problema ...



Partner

 Partner principali:

Dipartimento di Informatica, Elettronica e Telecomunicazioni (DIET)
Universita di Roma La Sapienza

Dipartimento di Matematica, Universita di Roma La Sapienza

Dipartimento di Matematica, Pontificia Universita Cattolica di Rio de
Janeiro (PUC-Rio)

Istituto per le Applicazioni del Calcolo Mauro Picone (CNR-IAC) di Roma
Istituto di Fotonica e Nanotecnologie (CNR-IFN) di Roma

Istituto di iNgegneria del Mare (CNR-INM) di Roma

Istituto di Scienze del Mare (CNR-ISMAR)

e Altri partner:

Area di Ricerca di Tor Vergata (ARToV)
FabLab (Spaziolnnova) di Latina
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Il tutor propone al gruppo di

studiare e ricreare il Modello affine Il gruppo ricostruisce il modello
per la distribuzione della ricchezza usando Blockly, un generatore di
codice open source 11

A ye

Il foglio di calcolo e distribuito alle classi
della scuola per ’argomento di educazione
civica Distribuzione della ricchezza

N =L

, Lo codice JavaScript generato da
Il codice Python prodotto da Blockly Blockly, una volta verificato il

e usato per generare un’applicazione modello, & utilizzato per aggiungere by A" 9

in modo da mettere alla prova il funzionalita a un foglio di calcolo
modello Google

) J> Google
R




Basato su B.P. Abbot et al. :
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Un modello per il potenziale gravitazionale

* |l laboratorio si ispira a Observation of Gravitational Waves from a
Binary Black Hole Merger della LIGO Scientific Collaboration

* Si richiede un modello, una funzione, che approssimi il potenziale
gravitazionale di un corpo che sta spiraleggiando intorno a un altro
a causa della mutua interazione gravitazionale tra i due:

* Il potenziale cercato e funzione di due variabili:
* la coordinata radiale p
 l’eccentricita dell’orbita e

* La vera difficolta e proprio |’approssimazione di una funzione a
piu variabili

Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger - B.P. Abbot et al. (LIGO Scientific Collaboration and Virgo
Collaboration) - Phys. Rev. Lett. 116, 061102 - 11 February 2016
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| dati sono manipolati prima

del modello
u=1/p

[~

A questo punto si costruisce
una funzione MQry(u, e) che
dipende da entrambe le
variabili

Si cerca un fit di ciascuno dei gruppi di dati
per e fissato (con scarto nell’ordine di 10™%)
p3o(u) = —94211.82u* + 43932.79u3 —

3
12843.82u” +4390.72uz — 441.16u + 1.00

di progettare la costruzione

p20(u) - e* + pyo(u) - e®

Pso(w) - p3o(u)
con un errore di circa 1. 6: pessimo!

MQry(u,e) =

... € si rende disponibile
tutto il materiale per
replicare U’esperienza!
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Il metodo di lavoro (1): liberta organizzativa: .

« Gruppi di 5-7 studenti, composizione flessibile nel corso dell’anno per

rispettare le inclinazioni di ciascuno

 Liberta di scelta organizzativa:
» gestire le dinamiche interne al gruppo
» scelta nelle strategie risolutive
« liberta nel percorso da affrontare

* Vincoli essenzialmente temporali:
» per la soluzione del problema proposto,

» per la realizzazione del materiale da consegnare ai committenti (grafici,
relazioni, dati, tabelle, risultati)

» per il completamento del fascicolo

© 2020 Gualtiero Grassucci - gualtiero.grassucci@liceograssilatina.org

31/08/2021
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Il metodo di lavoro (2): liberta di sbagliare .

« ’ampia liberta organizzativa ha un aspetto che va sottolineato:

* Il gruppo e gli alunni hanno avuto la liberta di sbagliare, di scegliere una
strada senza uscita, di percorrere una via troppo complessa

 D’altra parte agli stessi alunni e stata richiesta:
» ’accortezza di valutare il proprio lavoro e i risultati ottenuti

* Il coraggio e ’abilita di correggere gli errori, di tornare indietro e
rivalutare le scelte fatte

» La forza di modificare anche radicalmente la strategia per tentare una
strada completamente diversa

© 2020 Gualtiero Grassucci - gualtiero.grassucci@liceograssilatina.org 31/08/2021
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Come possiamo aiutare? i IEE

« Abbiamo fatto di tutto perché i laboratori possano essere

replicabili Il progetto RiA

y i / \ / / Matematica
 |’attivita piu semplice e proporre a studenti e studentesse di .
replicare il percorso di indagine seguendo il fascicolo IL processo

« ogni fascicolo e accompagnato da tutto quello che puo servire per L St'iiﬁzf;
ripercorrere la strada lasciando la liberta di immaginare altre strategie Wil b
risolutive Oode

* il canale YouTube del progetto propone videotutorial sugli strumenti da gravitazionali
usare Metodo di

. i , . . lavoro
 ’attivita piu complessa prevede di organizzare un laboratorio Come aiutare?
originale, alla stregua di quelli presentati L

« possiamo fungere da tramite tra la scuola e i tutor



o

Onde gravitézionali p.

Le onde gravitazionali sono defor-

mazioni della curvatura dello spa- |
zio-tempo. Non si fratta solamente

di onde che viaggiano nello spazio,
come la radiazione elettromagneti-
ca ma é la frama stessa dello spa-
zio-tempo che oscilla trasportando
energia.

Si fratta di determinare un modello
che approssimi differenti potenziali
gravitazionali funzione di due varia-
bili: una coordinata radiale e I'ec-
centricita dell'orbita di un corpo
che sta spiraleggiando intorno a un
altro a causa della mutua interazio-
ne gravitazionale tra i due.

Una danza nello spazio

RESEARCH IN ACTION - RIA

RESEARCHINACTION.IT
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La parola ria in inglese significa estuario, in particolare (dalla definizione che ne da 'Oxford Li-
ving Dictonaries):
A long, narrow inlet formed by the partial submergence of a river valley ... the rias or estuaries
contain very peculiar ecosystems which often contain important amounts of fish ... (a causa della

loro natura, le rias o estuari contengono ecosistemi molto particolari che spesso contengono grandi
quantita di pesce - www.eurotomic.com/spain/the-rias-altas-in-spain.php)

quindi questo prodotto che sara realizzato grazie all'attivita di alternanza scuola-lavoro di alcuni
studenti del liceo scientifico G.B.Grassi di Latina - www.liceograssilatina.org - sara un luogo
virtuale da esplorare dove pescare molto materiale per la didattica laboratoriale.

Fare scienza

La scienza non ¢ solo identificabile con la formula, il modello, la teoria. In altre parole la scienza
non rappresenta solo un corpo di conoscenze organizzate e formalizzate. La scienza & anche e
fondamentalmente ricerca. Una ricerca volta a conoscere ¢ a capire sempre pilt e sempre meglio
come ¢ fatto ¢ come funziona questo nostro complicatissimo mondo.

Fare scienza si identifica con l'interrogarsi, con 'indagare ed esplorare fatti e cose. Questo tipo di
lavoro i bambini lo fanno spontancamente sin dalla loro nascita ma si perde nel corso del percorso
scolastico. I’intervento educativo deve tener conto di cio e fornire stimoli, occasioni e strumenti
per far acquisire agli studenti capacitad sempre pit ampie e affinate per poter compiere questo la-
voro di indagine mantenendo viva (o risvegliando) la curiosita cognitiva, la voglia di sapere e di
scoprire, la fiducia di poter capire.

Pensarc in senso creativo, in campo scientifico, significa aggredire i problemi, attivare processi
vivi dei pensiero, alimentare 'evoluzione dinamica dellintelligenza duttile, dell’esercizio dell’in-
tuizione e dell'immaginazione, della capacita di progettare e formulare ipotesi, di controllare e
verificare quanto prodotto ¢ ricercato.

Per questo ¢ necessario bandire forme di apprendimento consumate entro schemi rigidi di elabo-
razione del pensiero e puntare al recupero della congettura, dell'ipotesi, di una coscienza scienti-
fica aperta a interrogare ogni problematica.

La societa odierna deve far fronte ad un rinnovamento scientifico e tecnico accelerato in cui lo
sviluppo delle conoscenze scientifiche ¢ la creazione di prodotti di alta tec-
nologia (hi-tech), come anche la loro diffusione subiscono un’accelerazione

sempre pil rapida.
ath

[\

E necessaria, quindi, una diffusione della conoscenza in genere ed & indi- 0 91de
spensabile promuovere una nuova cultura scientifica e tecnica basata sull’in- 1“
formazione e sulla conoscenza. I2 quanto pit ¢ solida la base di conoscenze

scientifiche scolastiche, tanto pit si pud approfittare dell’'informazione e della

conoscenza scientifica e tecnica.

»  https://www.facebook.com/Research-in-Action-34 1307966417448/
»  https://www.youtube.com/channel/UCIPA7Zu78RUMBInkaiOR8kA/

RESEARCH IN ACTION - RIA

RESEARCHINACTION.IT
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1. Onde gravitazionali 2
Questo laboratorio & stato sviluppato da Martina Calore, Giorgia Panno, Gabriel Pinos, Christian Salvati, Lorenzo Spiritiin collaborazione con Donato Bini (CNR-
IAC), il progetto & stato coordinato da Gualtiero Grassucci (Iss G.B. Grassi di Latina).

Le onde gravitazionali sono deformazioni della curvatura dello spazio-tempo che si propagano
con velocita, probabilmente, pari a quella della luce. Non si tratta solamente di onde che viaggia-
no nello spazio, come ad esempio la radiazione elettromagnetica (luce, raggi ultravioletti, onde
radio, ecc.) ma ¢ la trama stessa dello spazio-tempo che oscilla trasportando energia e trasmet-

tendo informazione.
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Questa deformazione si propaga nello spazio, con ogni probabilita alla velocita della luce, come un

onda che increspa con leggerezza, quasi teneramente, lo spazio. Come potrebbe fare un sassolino " og Raseardin \ction i
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Il progetto RiA

L’esistenza delle onde gravitazionali ¢ stata prevista nel 1916 da Albert E: \W,.,.;,;g’
_— 5 . N 4 :
della Relativita Generale ma ¢ stata confermata sperimentalmente solamer - % Matematica

grazie all'osservazione, da parte degli interferometri di LIGO, delle onde
di due buchi neri.
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Le onde gravitazionali sono estremamente difficili da rilevare e solo que
catastrofici come la fusione di sistemi binari di stelle di neutroni o la coz

(oggetti di massa pari a decine di volte quella del nostro Sole) possono e | iy
) . o . jJere un racconto Z
strumenti particolarmente sensibili (e tremendamente costosi). | Modello affine
esearchinac-
La teoria della gravitazione di Einstein (la Relativita Generale) spiega comr I testo di Abbott et al. con | el Onde
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- WY/ indifterente Peraest R eyl ot 116,061102 Come aiutare?
4 J,,:::wa i { “J ' = § Svi‘lup'pato da Thibau. B B ) - - dtri tra cui Do‘nat(j: Bin%, r.m‘l::'.i.ﬁ.";l":;i‘;;; ll faSCiCO IO
AV < /} s, . LEffective-one-body model & un modello teorico per descrivere Ta forma delle onde gravitazionali. s eatured 7 Z
E A Lo scopo del loro lavoro & stato ed & tutt’ora quello di sviluppare un modello per manipolare le R'I Su ltat'l
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Tancodelascaperiasipes tUSIONE di
proprio g

come se f

In meccar
(quantisti
stesso. Ne
si potenzi
serie di p¢
quella di ¢

delle pert
Dalsita researchinaction.it
& pessiblle searicare [esercizia
owvoltousando xMaxima:

1.1 Pre

Per quest

maxima sourceforge.net/

» Silpt‘l'
»  saper
1.2 Oesl

‘Sulblog Research n Action
& pessible scaricare l fle
GeoGebraconil iberatoria

Questo la
con il min
principali
dell’intert

! Software

Per maniy
derivandc
avvalendc
ce di eseg

Sul sito de
corso intr
funzionali

Sul sito del progetto o sul canale YouTube d1

Dal sito researchinaction.it
& possiblle scaricare lesercizio
svolto usando xMaxima:
http://researchinac-
tion.it/wp-content/
uploads/2019/06/09-
Onde-gravitazionali-2.zip
xMaxima si puo scaricare qui:
maxima.sourceforge.net/.

Sul blog Research in Action

e possibile scaricare il file
GeoGebra con il laboratorio
giasvolto:
http://researchinac-
tlon.it/wp-content/
uploads/2019/06/09-
Onde-gravitazionali-2.zip
GeoGebra si puo scaricare qui:

gravitazio

Fle Modifica Vista Cells Maxima E

§ wMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19042}, versione 64-bit) [ 09 - Onde gravitazionak 2 - MOmegar0 modificawxm |

zioni Matrix_Calcolo Semplifica Lista Disegno Numerico Aluto

: o Matematici

plot3d(p_10(u) - e_10(e) + p_20(u) - e_20(e) + p_30(u) - e_30(e) + p_40(u) - e_40(e) + p_50(u) - e_50(e),

gnuplot]

6.3 Scarto quadratico calcolato per ogni funzione

, 1, length(U_10)),
length(U_20)).

length(U_30)).
length(U_40)).
, length(U_50))

(sq1 +5G2 +5q3 + sq4 + 5q5) / (length(U_10) + length(U_20) + length(U_30) + length(U_40) + length(U_50))

piane. Equ o = : o s p Y
oderni. O — -5.541696208391443
PRVt -5.541696208391443
. 4 e 1 x
pnoscere s Hi : i e n
kri ¢ quin [1,0,0.3], [¢,0,0.5), [z,-5,3],
\ 1! B =" *x [arid,20,20), [palette, [gradient, dark_red, red, orange, yellow]],
) potuti st v color_bar, [xtics, 0.1], [ytics, 0.1], [ztics, 1],
s SRS [color_bar_tics, 5]).
L S ) o .41
I’Hami]tml G
Iciale nel 4 @
Jrr— sq1 : sum((at(f, [u=U_10{i}, =0.1]) - MQ_10i})*2,
ello di Th & sq2 - sum((at(f, [u=U_20[]], e=0.2]) - MQ_20[])"2, i,
sssere det T 593 : sum((at(f, [u=U_30[i], =0.3]) - MQ_30[i])*2, i,
i, o sq4 : sum((at(f, [u=U_40[i], e=0.4]) - MQ_40[i])"2, i,
“‘J"“e“*“* ) % 5q5 : sum((at(f, [u=U_50i], =0.5]) - MQ_50(i])"2,
Lespansiol 2 0.01132333699493196
E B . 0.007327095886230267
) 0.00644905845877254
> " 1.18816698773695110 "
com -26
2 : 1.094860050356242 10
7 & : ~ |
0922 >z 3
el . - — 7.417149423149547 10
28/08/2021 ey

con tfunzic
IPapprossi

Masima ¢ pronto per Finsesimento

Viduare e costruire uno o pitt modelli che approssimino
ci sono stati forniti, dati che descrivono le caratteristiche
isce nel corso della fusione di due buchi neri, onde rilevate
120145,

m)

jrniti carta e penna potrebbero non bastare! i dati,infatti,
pstituiti da molte cifre decimali, devono essere wlerprelali
iter Algebra System), come per esempio xMaxima, capa-
simbolico che con quello numerico.

be di RiA - Research in Action & possibile trovare un breve

https://www.geogebra.org/ seric di video-tutorial per familiarizzare con le principali

>

In attesa di dati dallutente

o vz
6.2 0.05 11116740
6.3 0.10 1.2640480
64 0.10 14792870
65 0.10 1.6294720
6.7 0.10 1.8356870

1.1 PREREQUISITI

rossimi alcune serie di dati che rappre-
¢ variabili: 1a p, una coordinata radiale,
giando intorno a un altro a causa della
bne pitt ampia del significato di queste
mal7 a pagina 6 - http://researchinac-

= + nella tabella che segue. I valori nella-
fpressione dels -4 dipendono dall’eccentricita dell’orbita
Funzione 040
Oatiper e » 04
Appr

n & necessario conoscere nel dettaglio

imazione

trovare una funzione che approssimi al
50, dal significato che hanno.

ore della

Funzione
Oat pece = 05
Approssimazione |
espressione dofa . @t1 sono nelle colonne da uno a quattro,
dim. | PEr cul non sono divisi esattamente a

Q0

27() sono moltiplicati per 107,

Scarto quadratico

u=1/p e MQro
o7 0.30 1.5325440
7.0 0.30 1.86369930
8.0 0.30 2.0197550
9.0 0.30 1.9408080
100 0.30 1.8040930
15.0 0.30 1.1836130

Per questo laboratorio € necessario:

» saper approssimare una serie di dati con funzioni polinomiali;

22

S —————

» saper valutare 'errore commesso nell’approssimazione di una serie di dati.

1.2 OBIETTIVI

RiA - Research in Action e possibile trovare un breve

corso introduttivo a xMaxima con una serie di video-tutorial per familiarizzare con le principali

funzionalita dell’applicazione.
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i equazioni che governano le interazioni gravitazionali di due corpi dal punto di vista energetico, 2. " problema

corrette via via dalle teorie post-newtoniane. Equazioni che sono talmente complesse da essere
Poteattn il nnsha v T anlanTaband nih et Cf st AL bt ~~1-1~ una funzione, che approssimi alcune serie di dati che rappre-
zionali funzione di due variabili: 1a p, una coordinata radiale,

jorpo che sta spiraleggiando intorno a un altro a causa della
@ i due. Una spiegazione pilt ampia del significato di queste

6.1 0.02 0.8250131 6.7 0.30 1.5325440 | . o e 075 IR
atorio Onde gravitazionali a pagina 6 - http://researchinac-
6.2 0.05 11116740 7.0 0.30 1.6369930 2 3
6.3 0.10 1.2640460 8.0 0.30 2.0197550
6.4 0.10 14792870 9.0 0.30 1.9408080 ratorio sono riportati nella tabella che segue. I valori nella-
|la frequenza radiale e dipendono dall’eccentricita dell’orbita
6.5 0.10 16294720 100 0.30 1.6040930 nostro laboratorio, non ¢ necessario conoscere nel dettaglio
6.7 0.10 1.8356870 15.0 0.30 1.1836130 { obiettivo ¢ quello di trovare una funzione che approssimi al T ——
pente, in un certo senso, dal significato che hanno.
7.0 0.10 2.0192750 200 0.30 0.8249337 N — i S
i & doppia: i primi 18 dati sono nelle colonne da uno a quattro,
90 0.10 2.1166620 7.0 0.40 1.6530740 lque a otto (il motivo per cui non sono divisi esattamente a
ri della grandezza MQr0 sono moltiplicati per /0.
10.0 0.10 1.9764140 8.0 0.40 1.8671380 - ——— —
06250131 6.7 0.30 1.5325440
15.0 0.10 1.3166350 9.0 040 1.7634430 | e "o ot I I l pr‘ogetto R_IA
20.0 0.10 0.9230304 10.0 040 1.6493910 | 12640480 80 030 20197550 /
14792870 9.0 0.30 1.9408080
6.5 0.20 14472200 150 0.40 10682770 | azamo | 100 0 1s0ks30 Matematica
18356870 15.0 0.30 1.1836130 s
6.7 0.20 1.7434180 200 040 07406895 | wommne | o S Goaiseer applicata
‘ 21166620 7.0 0.40 1.6530740

7.0 0.20 1.9531860 7.0 045 15124060 | LT S —— Il processo

1.3166350 9.0 040 1.7834430

9.0 0.20 20512280 70 0.49 12057760 | 1 | oo EAE 0
10,0 0.20 19133770 70 0.499 10956520 | 1o | 150 o0 1osezrro
1.7434180 200 040 0.7406898

15.0 0.20 1.2666270 7.0 0.4999 0.9514141 | 19531860 70 045 15124060 La StrUttu ra

20,0 0.20 0.6860353 8.0 050 16646910 | ramarmo | 10 T Modello affine
1.2666270 70 0.4999 0.9514141

9'0 0'50 1 '5766550 ‘ 0.8860353 8.0 0.50 1.6646910 O n d e

90 050 15766850 7 7 .

100 050 14480700 2 R0 st gravitazionali
15.0 050 0.9220001 100 00 oonaono

‘ 200 0.50 0.6349478 Metod O d 'i

lavoro
e i€ APPTOSSIMI Una serie di dati sperimentali (cercare un buon 3
fit, congegnare un modello efficace) non & un compito meramente meccanico: non si tratta solo Come a] uta re?
di cercare una funzione che passi per i dati che ci sono stati forniti, ma piuttosto di comprendere Z
I'andamento della serie sperimentale e le relazioni tra la o le variabili indipendenti e le grandeze I l faSClCOIO
fisiche che da queste dipendono. A volte, quindi, pud essere necessario manipolare i dati, trasfor-
marli, affinché vengano alla luce con evidenza particolari ripetitivita o combinazioni, in modo da R-i S u lt at-i

200 0.50 0.63494786
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IL PRIMO SOTTOGRUPPO

Considera il primo sottoinsieme di dati (di righe della tabella) con valori di eccentricita simili
e quindi, per quello che segue in questo paragrafo, tieni conto solo delle righe della tabella che
fanno parte di questo sottoinsieme.

Decidi quali dati rappresentare sull’asse delle ascisse e quali sull’asse delle ordinate.
Riporta quindi i dati di questo sottoinsieme su un piano cartesiano. Unisci punti suc-
cessivi con un segmento in modo da ottenere una linea spezzata.

Tieni conto che, per quanto detto, la funzione MQr( ¢ funzione solo della variabile «. Puoi usare
1l piano cartesiano che si trova nella pagina successiva.

Osserva i punti sperimentali e la spezzata, se non hanno un andamento riconoscibile
ricorda che puoi sempre utilizzare un polinomio. Determina una funzione f 0( u), un po-
linomio di grado basso, che approssimi al meglio questa serie.

Mettiamo da parte questa funzione, ci servira nel seguito.

Riporta quindi i dafi di questo sottoinsieme su un piano cartesiano. Unisci punti suc-
cessivi con un segmento in modo da ottenere una linea spezzata.

Tieni conto che, per quanto detto, la funzione MQr( ¢ funzione solo della variabile w. Puoi usare

L

s il piano cartesiano che si trova nella pagina successiva. 08
E:‘Q‘ide Osserva i punti sperimentali e la spezzata, se non hanno un andamento riconoscibile 06
J ricorda che puoi sempre utilizzare un polinomio. Determina una funzione f (), un po-

linomio di grado basso, che approssimi al meglio questa serie. 04

Mettiamo da parte questa funzione, ci servira nel seguito. 02

sottoinsieme su
L da ottenere una

: andamento e sce-
fio, puoi sempre cer-

t . .
i’u,), un polinomio

a

nti. Se il compito
Ire le funzioni /il cl

i dati su un piano
ti sperimentali.

IL SECONDO SOTTOGRUPPO

002 0 002 004 006 008 O1 012 014 016 018 02 02 024 026 028 0F
" Da capo. Considera ora il secondo sottoinsieme di dati (di righe della tabella) con valori di eccen- 02
ol st tricita simili e quindi, di nuovo, per quello che segue in questo paragrafo, tieni conto solo delle
RESEARCH IN ACTION - RIA ONDE GRAVITAZIONALI 2

RESEARCHINACTION.IT

ar
questo
le.é
e
applicazione Open Source
E

Il Toolbox:
http://researchinac-
tlon.it/wp-content/
uploads/2019/01/00-
Toolbox.pdf

suggerisce alcuni metodi per
I'approssimazione di dati speri-
mentali (cfr. Approssimazione
mediante polinomi a pagina 13).




Ordinate

Ssssall]
rlirtdel XV del V1l secolo
maron seo, erano cestruti
caprendo conilfasciameiltelasa
ura struttura {che slvede bene
nelafqura qui soprs) composta
dauna linga trave chevada
poppaa prus, lengherone. su
i sono montate tes i legno,
leardinate, perpendicolarial
longhérone
La superfce delo scafo .
nel nowtro case, a funcions
W02rO(ue).lestaminall sorole
funziont ) mentre avarabile
windica 4 osizione della
staninale sulorgherane.

A questo punto dovresti avere una seric di funzioni f,(w). . f ( u) ognuna delle quali costituisce
un’approssimazione, un fit, di un sottoinsieme dei dati, raggruppati in modo da avere valori di
eccentricita uguali o simili.

2.3 COSTRUIAMO UNA FUNZIONE A DUE VARIABILI

QUALCHE CHIARIMENTO

Si tratta di
o e Bt -~ o Dbt e e Mentre le funzioni a una va-
rtesiano Ozy da una curva, una linea,
in uno spazio a tre dimensioni Ozxyz,
fata, come esempio, la funzione

mettere insieme le approssimazioni che abbiamo costruito per ottenere una espressio-

e y individuano la posizione nel piano
gra della superficie ¢ costituita da cur-
alleli agli assi x (in un verso) e y (nel
to senso, le nervature della superficie.

asse Y (e quindi perpendicolare all’as-

certo valore fissato di 3. Sono queste

flo funzioni approssimanti i dati per

Welleri el BVll edal il cecola,. B s e
ma non solo, erano costruiti le ¢ (c paralleli all'assc delle u).
coprendo con il fasciame il telaio,

una struttura (che sivede bene
nella figura qui sopra) composta
da unalunga trave chevada
poppa a prua, il longherone, su 1
cui sono montate traviin legno,
le ordinate, perpendicolari al
longherone.

La superficie dello scafo é,

nel nostro caso, la funzione
MQrO(u,e),le staminali sono le
funzioni f (u) mentrela variabile
uindicala posizione della
staminale sul longherone.

1e a due variabili dipenda solo da po-
funzioni a una variabile di quante ce
tricerca dell'errore pit basso e quindi
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LA FUNZIONE A DUE VARIABILI

Dopo aver ottenute le varie funzioni, ognuna per diversi valori di cccentricita ¢, ¢ giunto il mo-
mento di unzre queste ultime come se fossero le varie parti di un telaio per avere cosi una sola
funzione che approssimi i valori MQr( al meglio. Ora tocca a tel

Ci sono vari metodi per mettere insieme le funzioni nostre fl(u), che formano la struttura della
superficie, in modo da avere una funzione a pit variabili. Qui ne suggeriamo uno, ma sci libero
di sperimentare metodi ditterenti. Nel paragrato successivo cercheremo comunque di stimare la
bonta dell’approssimazione ottenuta.

Costruisci una funzione a due variabili come combinazione delle f (1) scegliendo come
parametri potenze crescenti della variabile ¢ (a partire da ¢’ e usando solo potenze pari).
In altre parole, definisci una funzione del tipo

MQrO(u,e)= fi(u)-¢ + fi(u)-¢'
oppure del tipo seguente:
(u) ¢+ fi(u)- ¢
MQr0(u,e)= Lyt fiu) ¢
Ji(uw)+ fi(u)
Ovviamente non & necessario che le f,(u,) siano scelte in ordine per valori di ¢ crescenti, hai una
certa liberta di scelta, alla ricerca dell’approssimazione migliore. Insomma, adesso sta a te!

La funzione ottenuta & quella che approssima i dati. Nel modo migliore? Questo € da vedere.

2.4 CALCOLO DELLERRORE

Cerchiamo una stima dell’errore fatto sostituendo ai dati sperimentali la MQr0(u.e) che abbiamo
costruito.

Scegli un metodo per determinare l'errore compiuto calcolando i valori di MOQr0(u.c)
per mezzo della funzione approssimante. L'errore, ovviamente, va calcolato sull’intera
serie di dati, considerati adesso come un tutt’'uno.

Tieni conto che si tratta di un laboratorio veramente difficile e un errore nell’ordine di dell’'unita
¢ davvero un buon risultato. Un errore ¢ troppo clevato ¢ segno di una cattiva approssimazione,
puo essere necessario correggere la costruzione di MOr0(u.c) moditicando, per esempio, la com-
binazione delle funzioni f(1) o la selezione dei punti all'interno di ciascun sottoinsieme.
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A\

. Soluzioni

pa danza nello spazio

MQroO x 10° MQrO x 107
6.1 0.16 0.02 0.6250131 6.7 0.15 0.30 1.5325440 2 6
6.2 0.16 0.05 1.1116740 7.0 0.14 0.30 1.6369930
6.3 0.16 0.10 1.2640480 8.0 0.13 0.30 2.0197550 stro laboratorio, calcolando la
6.4 0.16 0.10 14792870 9.0 0.11 0.30 1.9408080  [filc costruire § modello modi-
azione che del calcolo?
6.5 0.15 0.10 1.6294720 10.0 0.10 0.30 1.8040930 s s PN sl i g e
stire, infatti in questo modo i dati ke
6.7 0.15 0.10 1.8356870 15.0 0.07 0.30 11836130  sentazione con questo accorgimen= wlim i
formazione, i valori delle funzioni
7.0 0.14 0.10 2.0192750 200 0.05 0.30 0.6249337 che rappresenta una delle funzioni
9.0 0.11 0.10 2.1166620 7.0 0.14 0.40 HIESS O P rer | punto dicoordinate (1) 1).
10.0 0.10 0.10 1.9784140 8.0 0.13 0.40 1.8671380 Sl 2 S
0.15 0.30 1.5325440 2
15.0 0.07 0.10 13166350 9.0 0.11 0.40 1.7834430 o4 030 18369930 I progetto RiA
0413 0.30 20197550
20.0 0.05 0.10 0.9230304 10.0 0.10 0.40 1.6493910 011 030 1.9408080 M ate m at] ca
6.5 0.15 0.20 1.4472200 15.0 0.07 0.40 1.0682770 il S e
0.07 0.30 1.1836130 l . t
6.7 0.15 0.20 1.7434180 200 0.05 0.40 0.7406898 oo 030 ___osussyy appltiCata
7.0 0.14 0.20 1.9531860 7.0 0.14 045 15124060 | on B T— Il processo
9.0 0.11 0.20 2.0512280 7.0 0.14 049 1.2957760 Ui 040 1:1oB4A20.
0.10 040 1.6493910 Pa rt n e r
10.0 0.10 0.20 19133770 7.0 0.14 0.499 1.0956520 0.07 0.40 1.0682770
150 0.07 0.20 12666270 7.0 0.14 04999 09514141 r—oo0% _ onioew La struttura
0.14 049 1.2957760 :
20.0 0.05 0.20 0.8860353 8.0 0.13 0.50 1.6646910 e o g MOd e l lo af f ine
9.0 0.11 0.50 1.5766850 014 0.4999 09514141 O n d e
013 050 16646910
100 0.10 050 14480700 | 07 TR . .
15.0 0.07 0.50 0.9220001 Gie aoi k0100 gravitaziona li
0.07 050 0.9220001
200 0.05 050 0.6349478 00 00 oeau7s Metodo di
3.7 PROGRAMMA DI LAVORO laVO ro
Osserva la tabella con i dati che, non a caso, sono ordinati per valori dell’eccentricita e 1 ?
crescenti. Considera i sottoinsiemi (gruppi di righe) che hanno valori di ¢ uguali o mol- C O m e a] u ta re 2
to simili. Quanti sottogruppi riesci a individuare? Traccia, magari con un pennarello, Il f 3 l
delle linee orizzontali sulla tabella per delimitare questi sottoinsiemi di righe. asclco O
Nella tabella che si trovaqui sopra abbiamo raggruppato i dati per valori di eccentricita uguali, R'i Su ltati
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Sulblog Rescarch in Action
&pessiblescaricarel e
GeoGebra con l aboraterls
glaonito:
http:iresearchinac-

tion It/wp-content/
uploads/2019/06/09-
Onde-gravitazionall-2.zip
GeoGebra s pudscaricare qu:
httpa:fwww.acogebra.oral

[L PRIMO SOTTOGRUPPO

Decidi quali dati rappresentare sull’asse delle ascisse e quali sull’asse delle ordinate.
Riporta quindi i dati di questo sottoinsieme su un piano cartesiano. Unisci punti suc-

cvidenziando le separazioni tra un insieme ¢ I'altro con una riga di colore nero. Per quanto riguar-
da i valori di eccentricita che si ripetono una sola volta (le prime due righe a sinistra nella tabella
e le righe da 14 a 17 a destra), possiamo ignorarli: abbiamo troppi pochi dati per un’approssima-
zione decente.

IL PRIMO SOTTOGRUPPO

Decidi quali dati rappresentare sull’asse delle ascisse e quali sull’asse delle ordinate.
Riporta quindi i dati di questo sottoinsieme su un piano cartesiano. Unisci punti suc-
cessivi con un segmento in modo da ottenere una linea spezzata.

In accordo con quanto detto fino a ora, sulle ascisse rappresentiamo i valori della variabile w,
sulle ordinate i valori di MQr(). Per questo primo gruppo selezioniamo (e quindi usiamo) i punti
sperimentali che corrispondono a un valore dell’eccentricita e = 0.10. Si tratta del sccondo sot-
toinsieme (i primi due valori, come detto, sono stati ignorati) che si trova nella parte sinistra della
tabella. Nella figura che si trova nella pagina seguente i punti corrispondenti sono rappresentati
in colore rosso, la spezzata che li unisce a duc a duc ¢ tratteggiata nello stesso colore.

Osserva i punti sperimentali e la spezzata. Dovrebbe essere chiaro che hanno un anda-
mento abbastanza riconoscibile. Determina una funzione f”(’u), un polinomio di grado
basso, che approssimi al meglio questa serie.

cessivi con un segmento in modo da ottenere una linea spezzata.

Ripeti il procedimento appena seguito: rappresenta i dati di questo sottoinsieme su
un piano cartesiano. Unisci punti successivi con un segmento in modo da ottenere una
linea spezzata.

Procedendo in modo simile a quanto fatto per il primo gruppo, otteniamo la spezzata che in figura
¢ tratteggiata in colore verde.
Osserva i punti sperimentali e la spezzata. Determina una funzione /,(), un polinomio
di grado basso, che approssimi al meglio questa serie.

Scegliendo sempre un polinomio di quarto grado, simile a quello gia usato, con il termine in w,,,
in aggiunta e imponendo che passi per i punti 2, 3, 4, 6 e 7, otteniamo la funzione che segue (sem-
pre con i coeflicienti arrotondati a due cifre decimali):

Po(u)=—62783.85u" + 27881.36u° — 8073.33u"
+2814.95u% — 289.91u + 1.0
Nella figura che segue la funzione ¢ tracciata in colore verde, si chiama M 10.

L’approssimazione ha una media degli scarti quadratici nell'ordine di 10 *, come in precedenza.

Sulbiog delprogetto ¢ possivle
scarcare ilaboratoria swolto
usands sbtasima:
hitp-liresearchinac-

o uiwp-content/
uploads/2019/06/09-
Onde-gravizazionall-2.zip
aMaima s pu scaricire g
maxima eourceforge. net/.
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Osserva i punti sperimentali e la spezzata. Dovrebbe essere chiaro che hanno un anda-
mento abbastanza riconoscibile. Determina una funzione f,(u), un polinomio di grado
basso, che approssimi al meglio questa serie.

02 022 024 026 028

Abbiamo scelto un polinomio di quarto grado a cui abbiamo aggiunto un termine u*? ottenendo
cosi una funzione con cinque parametri.

po@)y=a-u'+b- v +euwi+d ut+lte u?




GLI ALTRI SOTTOGRUPPI

Le tre funzioni sono tracciate nel grafico che si trova nella pagina precedente, nell’ordine: in az-

zuro (e = 0.30), viola (e = 0.40) e rosa (e = 0.50). Insieme alle funzioni sono rappresentati i punti

Per ciascun sottoinsieme che hai individuato nella tabella rappresenta i dati su un piano
cartesiano e determina una funzione che segua al meglio la serie di dati sperimentali.

OO A R R R =

Costruisci una funzione a due variabili come combinazione delle f 2.( ) scegliendo come
parametri potenze crescenti della variabile ¢ (a partire da ¢” e usando solo potenze pari

Abbiamo ripetuto il laboratorio parecchie volte modificando sia la scelta deil punti usati nelle
approssimazioni delle funzioni della sola variabile %, sia combinando queste funzioni in modo
diverso. I migliori risultati li abbiamo ottenuti con una funzione del tipo

_ fi(u)-e+fi(u)-e
MQrO(u,e)= 7 ) T h(0)

come suggerito nel paragrafo La funzione a due variabili a pagina 10. Modificando le funzioni
usate, sia a humeratore che a denominatore, a questo punto abbiamo ottenuto cambiamenti piut-
tosto ridotti. Alla fine abbiamo scelto la funzione:

_ po(w)-e' Fpu(u)-¢
MQrO(u.e)= Pro (W) + o (1)

che ci ha dato una media degli scarti quadratici di circa 1.6. Non é certo un risultato eccezionale
ma va tenuto conto della complessita del problema, della difficolta nel trattare le funzioni a piu

0.4

0.2

sperimentali e tratteggiate le spezzate che li uniscono.

"~ ZIONE A DUE VARIABILI

t variabili come combinazione delle /(1) scegliendo come
lella variabile € (a partire da ¢’ e usando solo potenze pari

[parecchic volte modificando sia la scelta dei punti usati nelle
ella sola variabile u, sia combinando queste funzioni in modo
lamo ottenuti con una funzione del tipo

L fwetf-e
Mu.e)= O

| tunzione a due variabili a pagina 10. Modificando le tunzioni
ominatore, a questo punto abbiamo ottenuto cambiamenti piut-
ielto la funzione:

be)= pu(w) €+ pu(u)- e
| Pro(w)+ po(u)

arti quadratici di circa £.6. Non ¢ certo un risultato cccezionale
§sita del problema, della difficolta nel trattare le funzioni a pit
punti sperimentali per ogni sottoinsieme.

carto quadratico medio & necessario tener conto di tutti i punti,
ato per determinare le funzioni della sola variabile w.

acciamento) della funzione MQr0(u, ¢) descritta in precedenza.
li % ed € & leggermente maggiore di quello definito dai dati in
te con maggiore chiarezza I'andamento della funzione.
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4. Matematica vs Fisica

Aggiungiamo, per amor di discussione, un bre-
ve paragrafo in cui raccontiamo di una strada
percorsa nel corso della realizzazione di questo
ERPOE P ST

Diamo per scontato di aver gia determinato le cinque funzioni che abbiamo chiamato pm( ), ...
p,,(u) esattamente nello stesso modo che gia abbiamo visto (cfr. 3.1 Programma di lavoro a
pagina 13).

Definiamo, solo per chiarezza di notazione, e, = 0.10, By = 0.20, ..., B = 0.50, 1 cinque valori
dell’eccentricita che abbiamo usato per suddividere 1 dati nei cinque gruppi. Per ciascun valore
della variabile e prendiamo in esame un termine (dipendente da e) della forma:

[Tee—e

itk

&(6)2 € — €

definito come il prodotto di quattro termini del tipo (¢ — ¢_) con I'esclusione di quello corrispon-
dente a e, In pratica, per e = (.10, abbiamo:

(e —en)-(e—en) (e éew) (e exn)
(€0 — €ex)- (e — €n)- (€~ €En) - (€~ E0)

en(€)=

per cui ¢ facile verificare che 610(0.10) = [ mentre em(x) =0 perx=0.20. ... 0.50. Questo perche se
sostituiamo (.10 alla e il numeratore diventa uguale al denominatore, mentre se sostituiamo uno
degli altri valori considerati il nuneratore ha un termine che si annulla.

Allo stesso modo, per ¢ = (.20, si ha:

(€ —€w) (€~ €Ew) (€~ en) (€ En)
(e =€) (€0 —€n) (e — €en)-(En — &)

en(€)=

o(2)=0perz=0.1, 0.3. ... 0.5. E cosi via per tutti i cinque valori

e quindi e‘)”(OQ) = ] mentre ¢,
di e. EE bene notare che le finzioncine e (e) contengono un polinomio di quarto grado in e che in

gencerale avra anche termini di primo ¢ terzo grado.

4.2 LA DEFINIZIONE DELLA FUNZIONE A DUE VARIABILI

Ora definiamo la funzione delle due variabili u ed € come segue:

) = pulu) - an(e) + polw) enle) + ...+ polu) - enle)

plicato ciascuna delle funzioni p,(u) per il corrispondente termine efe). E
¢ che, per ciascuno dei valori ¢, = (.10, ... 0.50 si ha:

MQr0 (u, &) = pi(u)

ermini ci( ¢) si annullano ogni volta. In altre parole, abbiamo una funzione a
ciascuno dei valori di ¢ che ci interessano ¢ esattamente uguale alla funzione
spondente (ricordate il discorso sulle nervature che abbiammo fatto in Qual-
[pagina 10) e quindi con il minor errore possibile.

tima dell’errore in questo caso, con questa funzione che abbiamo appena de-
a media degli scarti quadratici dell’ordine di 1077 cio¢ cinque ordini di gran-
risultato che abbiamo ottenuto in precedenza.

hto sperimentale (v, e, MQr(,) lo scarto quadratico (MQr0(ue,) — MQr0 )’
scmplicemente ( pi(ufci) =, AMQTO!)Z che risulta molto basso grazic alla buona
e abbiamo calcolato quando abbiamo determinato le funzioni quasi-polino-
gbile % (cfr. 3.1 Programma di lavoro a pagina 13).

ndo una buona approssimazione (tenendo conto, come gia detto della difficol-
ella scarsita di dati), non soddisfa le richieste del problema che derivano dal
1o fisica affrontato. In particolare, la funzione MQr0(u.c) non dipende solo
a variabile e. Come visto, infatti, 1 termini 61,(6) contengono un polinomio di
genere completo dei termini dispari. Peccato!

to il plot (il tracciamento) della funzione MQr0(u. e) con le modifiche che ab-
questo ultimo capitoletto del laboratorio. Confrontando questo grafico con
pagina 17 (cfr. 3.2 Costruiamo una funzione a due variabili) si notano, gia
a, differenze sostanziali (notare le differenze di valori sui tre assi).

lZIONALI 2
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5. Esercizi

[ dati usatinel laboratorio sono tratti da Beyond the geodesic approximalion: conservalive effects of the
gravitational self-force in eccentric orbils around a Schwarzschild black hole di Lcor Barack ¢ Norichika
Sago, pubblicato su ArXiv il 24.03.2011. Nella stessa pubblicazione inrealta, a pagina 28, oltre ai
dati summenzinati, ci sono i valori di una diversa grandezza fisica, simile alla MQr0 sulla quale
abbiamo lavorato: MQeo0.

Nella tabella che segue riportiamo questi dati. La tabella @ molto simile a quella proposta a pagina
7 (cfr. 2.1 1 dati) o, meglio, a quella riportata a pagina 13 (cfr. Nuovi modelli per i dati). Visto
che i valori della coordinata radiale p ¢ dell’eccentricita « sono gli stessi gia visti, abbiamo anche
inserito i valori della v = 1/p.

MQgO x 102 MQgO x 102
6.1 0.16 0.02 6,6559 6.7 0.15 030 5,985119

5. Esercizi

I dati usati nel laboratorio sono tratti da Beyond the geodesic approximation: conservative effects of the
gravitational self-force in eccentric orbits around a Schwarzschild black hole di Leor Barack e Norichika

5.2 LA SOLUZIONE DELL'ESERCIZIO PROPOSTO

LE FUNZIONI DELLA COORDINATA RADIALE

Le funzioni della coordinata radiale determinate sono le seguenti (i cocfticienti sono stati arroton-
dati a due cifre decimali per comodita di lettura):

pu(u)=26613.67 ' — 11845.18 - v’
+2642.89 -1} —511.35-u? + 10.54 - u + 1.0
() =33227.10 - u' — 12896.81 - v
+2360.80 -2 — 335.55 - uf — 13.74 - w+ 1.0
()= 113035.63 - u' — 51395.56 - v’
. " +316.89-u+ 1.0

43.99 -
f129.76 -4 +1.0

755.26 - u’ +

F7869-u+1.0

ore inferiore a 1079, a eccezione dell'ultima, p50,

Sago, pubblicato su ArXiv il 24.03.2011. Nella stessa pubblicazione inrealta, a pagina 28, oltre ai e heseaue sonorappresentadtdatt ele

dati summenzinati, ci sono i valori di una diversa grandezza fisica, simile alla MQr( sulla quale

abbiamo lavorato: MQq0.

Nella tabella che segue riportiamo questi dati. La tabella ¢ molto simile a quella proposta a pagina
7 (cfr. 2.1 I dati) o, meglio, a quella riportata a pagina 13 (cfr. Nuovi modelli per i dati). Visto
che 1 valori della coordinata radiale p e dell’eccentricita u sono gli stessi gia visti, abbiamo anche

inserito i valori della u = 1/p.

ﬁ_‘l‘ D1 tattd Ul CeIvar e ull appr ussit uva WIIQPUTW: T CUIT 1U SIEODY PIUCCUTTICIING
gia visto nel laboratorio che abbiamo presentato in precedenza. Si tratta, in sostanza, di ripetere

lo stesso percorso:

» suddividere i dati in sottoinsiemi per valori dell’eccentricita e uguali o simili;

» determinare funzioni del tipo pi(u), funzioni della coordinata radiale u, che approssimino i dati
sperimentali per ogni sottoinsieme individuato;

»  costruire una funzione MQo0(u. e), funzione delle due variabili u ed e;

»  stimare 'errore commesso usando questa funzione.

Nelle pagine che seguono forniamo, senza commentarle, le soluzioni di questo esercizio come

verifica del lavoro fatto.
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Risultati

» La dedizione al progetto e U'aspetto (forse non dal punto di vista
strettamente didattico ma sicuramente da quello umano) piu
appariscente ed esaltante

- Poi la confidenza che gli studenti hanno acquisito con il metodo
sperimentale, con la ricerca, con le scienze in generale, nel pieno
rispetto delle finalita che il con51gllo di classe si era prefisso

* Infine il coraggio, la determinazione nell’affrontare i problemi, la
capacita di trarsi d’impaccio davanti alle difficolta, Uabilita di superare

le incertezze

Tutte caratteristiche e prerogative che gli insegnanti del consiglio di classe
hanno riconosciuto agli studenti, individuate anche in discipline non
strettamente legate al progetto o all’ambito scientifico in cui esso & nato
e maturato.
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