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Derivate fondamentali (1)

 Ricordiamo che la derivata f'(x) si una funzione f
std (

standard del rapporto differenziale d]; ;x):

df(x)

dx

e Calcoliamo la derivata di alcune funzioni fondamentali:

« se y = k e la funzione costante abbiamo df(x) = 0 per cui

(k) =Dk =0

e siaoray =x abbiamodf(x) =x+dx—x=dxe
) =Dy = ]

Il differenziale df (x) di una funzione

f(x) edf(x) =f(x+dx)— f(x) dove

dx € un infinitesimo

df(x) _ dx

dx

dx

df(x)
dx

(x) e la parte

)

= 0 e quindi

= 1 da cui
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Derivate fondamentali (2)

» Calcoliamo la derivata di y = x* il
- il differenziale della funzione e Formule di
df (x) = (x + dx)? — x? = x? + 2xdx + dx? — x? = (2x + dx) dx &egl‘t"];ﬂé’;‘;one .
« quindi il rapporto differenziale e: una costante
somma
df (x) (2x+dx) dx rodott
/ dx - dx =2x +dx Eu?)z?eniz
‘ erivata di una
* a questo punto la derivata e: std (m) =std(2x + dx) = 2x funzione composta
. ‘ dx .. Di mostraziglze di
» Usando lo stesso procedimento e possibile calcolare Tabella derivate
° gg = B
2 X = DX = 4X" ... " ivazione
. li . adervatad . Quindi il coefficiente angolare
eneralizzando, la derivata di x" sara: AR P g A

s () = Dx’ = nx*? y = x2 in un punto x; &
y'(xr) = 2x7



Derivate fondamentali (3)

* La formula (x™)' = nx™ ! si puo generalizzare quando n € un

iperreale qualsiasi non nullo T
« Esempio: y = V/x razionale n = -
1
e possiamo scrivere y = (x)3 per cui n = %
1 2
« la derivata allora sara y’ = % 5 % - (x) 3
« ricordando le proprieta delle potenze y’ = gvl_z
, 1 . Esponente

 Esempio: y = — negativo n = —4

x4
» possiamo scrivere y = (x)~* per cuin = —4
* laderivataallorasaray’ = —4-(x)™* ' =-4-(x)°

* ricordando le proprieta delle potenze y’' = ——
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Derivate fondamentali (4)

La stessa derivata si puo calcolare
1

 Calcoliamo la derivata di y = /x
* il differenziale della funzione e

df (x) =vVx +dx —/x

« quindi il rapporto differenziale & d];;x) = “x+3i_ﬁ difficile da districare

 Proviamo a razionalizzare al contrario

\/x+dx—\/§.\/x+dx+\/§_ x+dx—x _ dx _ 1
dx \/x+dx+\/§_dx(\/x+dx+\/7)_dx(\/x+dx+\/7)_\/x+dx+\/7
af(x) 1

 Ma allora, passando alla parte standard, (v/x)' =
« perché stdvVx + dx =+/x

dx 2\/x

ponendo /x = xz per cui
1y 1 1
D\/}: D(.X'Z) =§X 2 =

ntali
di

S — ne:

Zﬁ azione per

——eestante
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Formule di derivazione (1) i I

 Applicando la definizione possiamo determinare alcune formule di Wi

derivazione e,
» Derivata di y = k - f(x), il prodotto di una funzione per una il
costante ‘ Si usa dire che la derivata
* il differenziale della funzione e lascia inalterate le costanti
d(k- f(x)) = kf (x + dx) — kf (x) = k[f (x + dx) — f(x)] moltiplicative o che le
Ao d(k-f(x)) o L d0)—f(x) costanti moltiplicative si

dx dx possono portar fuori dal
simbolo di derivata

- Quindi la derivata e (k -f(x))' =k-f'(x):
il prodotto della costante per la derivata della funzione f(x)



Esempio (1) s E

La derivata del prodotto di una costante per una funzione € la s

fondamentali

costante per la derivata della funzione: Formule di

derivazione:
s sey=k-: f(x) allora y’ =k f(x) moltiplicazione
' / per una costante
% . : Y / %% . : | 3 somma
S]ay—3',' allOI’ay — i 7 | = 3-4x° = 12x prodotto
quoziente
’ Derivata di una
funzione composta
Dimostrazione di
Dx™ = nx™ 1
iy > 1 Tabella derivate
3 7 da Cul fondamentali e
formule di
derivazione

Bills

oanchey = -2yxalloray’' = -2 (vJx) = -2-

0 ancora y = —;

/ 12
ey =-3. -3 :(—4)a =+F
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Formule di derivazione (2): somma o B

e Derivata di y = f(x) + g(x), la somma algebrica di due funzioni D
o il differenziale della funzione somma e nggﬁo‘r’je:
d(f(x) + g(x) = f(x + dx) + g(x + dx) — [f(x) + g(x)] mltplcazione per
* riordinando diventa f(x +dx) — f(x)+ g(x +dx) — g somma
‘ . prodgtto
* |l rapporto differenziale si puo scrivere come: i
[f(x+dx)—f(x)] [glx+dx)—g(x)] | _ ota
4+ Generalizzando, la derivata i
dx dx di una somma (differenza) e |
 che diventa, passando alla parte standard: uguale alla somma
f/ (x) + g/ (x) (differenza) delle derivate

La derivata di una somma di funzioni e la somma delle derivate
delle due funzioni!



Polinomi B 10

* Le derivate fondamentali e le formule di derivazione ricavate fino 2o
a ora permettono di calcolare la derivata di qualsiasi polinomio: Formule di

. derivazione:
. . 3 -2 . moltiplicazione per
Y 3x® — 5 + Ex — 4 allOra. una costante
' | 1 1 somma
+y' =3-D(x®)-5-D(x*)+--D(x)—-D(4)=3-3x*—-5-2x+--1+0 prodotto
2 . 2 quoziente
. Z ‘ \ . 2 1 Derivata di una
per cui la derivata e y = 9x 10x + - L
Dimostrazione di
Dy gy

* Sey= §x3 + %xz +x+1alloray =x?+x+1 din

fondamentali e

- infatti y' ==-D(x*) +--D(x*) + D(x) - D(1) = -3x2 ——-2x + 1+ 0 formule di

derivazione
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Formule di derivazione (3): prodotto = K

« Derivatadi y = f(x) - g(x), il prodotto di due funzioni Wi
. il differenziale della funzione prodotto & Wi,
d(f(x) - g(x)) = fx + dx) - g(x + dx) — f(x) - g(x) ey
e togliamo e aggiungiamo e il termine f(x) - g(x + dx): somma
flx+dx) - glx+dx) — f(x) glx+dx) + f(x) g(x+dx)— f(x) - g(x) i

» aiutiamoci con un raccoglimento parziale

[f(x+dx) — f(x)] - g(x +dx) + [g(x + dx) — g(x)] - f(x) La parte standard di

g(x + dx) e la funzione

* Il rapporto differenziale si puo scrivere come: calcolata nel punto x: g(x)
[f(x + dx) - f(x)] [9(x + dx) — g(x)]
. ’ g(x + dx) + i . f(_X,') derivazione

» che diventa, passando alla parte standard, diventa:

D(f(x) - g(x) = f'(x) - g(x) + g'(x) - f(x)



Esempio (2)

* La derivata del prodotto di due funzioni e data dalla formula:

D(f(x)-g(x)=f(x)-g (x)+f(x)- '(x)

L e 1 .__ 2
Say=x-+/xalloray =1 \/§+x \/_+ =
1
 si poteva anche notarechey=x\/E=xz qumdly =§xz 1=§x5=% X

+ Sey = (x +1)(2x — %) allora:
y " 2x (2x- ) (¥ 1) (2-3»)-3. 5 '
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Formule di derivazione (3): quoziente

 La formula di derivazione di y = f(x)/g(x) si puo trovare anche
derivando y = f(x) - 1/g(x) con la formula del prodotto

_ . . g 11 g ()
Infatti si ha y’ = f'(x) - —+ f(x) - |- . ) o

 Da cui, sviluppando:

flex)-gx) —g'(x) - f(x)
g4 (x)
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Esempio (4)

La derivata del quoziente di due funzioni e data dalla formula: Y

/ 7 . :
> (f <x>> _I'x) f() et
. : ‘ moltiplicazione per

una costante

somma

: _(x+1). l — —5 prodotto
(2x—3)2 quo.ziente.

ax+b DEITEITLD L7 oo e

In generale, se y = — allora: funzione omografica il | Dimostrazione di

numeratore € sempre .
Tabella derivate

una costante fondamentali e
formule di

« Sia y =L1allora Y :

s —(ax+b)-¢c _ acx+ad—acx—bc _ ad-bc
) 7 (cx+d)? "~ (cx+d)2

/ \ 1 . / 0-x—1-: 1 derivazione
51 puo usare anche suy = -1y’ = - Anche se € pil rapido il metodo:
1

X

x 2




. P

Derivata di una funzione composta (1)

- Sia y = f(g(x)) una funzione composta Dove z = g(x) | e
» Composizione delle due funzioni z = g(x) e y = f(2) " Si fa la derivata della funzione
. . . df(g(x) d(f(z)) d piu esterna rispetto al proprio
* |l rapporto differenziale e ( . )_# - ) argomento e la si moltiplica per
. , . . . la derivata della funzione piu
* Quindi la derivataey = f'(z) - g'(x) interna.
/ % i 2 7 \ . . . 7 7 g )
Pes.:. y=vx2—-3ela OO e diy=+Vzez= B hone 4
* ricordiamo che (Vz)' = — e che (x2 —3) = 2x S
\ 1 Dove z = x2 — 3 fondamentali e
* la derivata della funzione composta sara y’' = —- formule di
2z derivazione

« Se ora sostituiamo z = x? — 3 abbiamo y’ = 3
2V x%2-3 x?-3



Derivata di una funzione composta (2) 17

* Sia Y =+ f(x) ?oenrcij\;arﬁeentali

. . , . Formule di
+ ricordiamo che se y = yx alloray’ = = i

una costante

- Lay = /f(x) € la composizione diy =z e z = f(x) orodoits
quoziente

e La derivata sara: bt d s

funzione

1
/ Z_ /_Z Y / x) = . I X cc')mposta. .
y ( ) f( ) 2\/} f( ) ll));n:loit:laxz’lglze di

) Tabella derivate
[ (x) fondamentali e

formule di
2\/ f(x) derivazione

e Quindi y’ =
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Derivata di una funzione composta (3) = EE

2 S]a y = [f(X)]n conn # O ?:r::'j\;arﬁeenFali
« ricordiamo chese y = x" alloray’ =n-x"! Wi,
\ s ‘ / moltiplicazion r
e lay =|[f(x)]" e la composizionediy=2z"e z = f(x) Vi
somma

e La derivata sara: prodotto

quoziente

y’ —_ (Zn), 2 X, =n-: Zn—1 s (x } Derivata di una

funzione

* Quindi y’ = n[f(x)]n_l - (x) In pratica, & una Dimosrazione
Dx" = nx" 1!

generalizzazione della Tabella derivate

formula (xn)l — nxn—l fondamen.talie
formule di

derivazione
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Esempio (5)

* La derivata di una funzione composta e data dalla formula:
D (f( | )) = f'(z) - g'(x) con
+ Sia y = (22 + 4x)’ allora y' = D(23) - D(*® A = 3y
- quindi si ri-sostituisce z con x* + 4x: y' = 3(x2 +4%)° (2x + 4)

 Allo stesso modo se y V3x—2 = (3x — 2)3
- alloray’ = —(3x - 2)“1 3=0Bx—-2)3=

Derivate
fondamentali
Formule di
derivazione:
moltiplicazione per
una costante
somma

prodotto
quoziente
Derivata di una
funzione
composta
Dimostrazione di

Dx™ = nyn~1

Notare che la derivata della
— funzione esterna (la radice
/ N
(3 - cubica) e calcolata come se

e infatti f(z) = Vz = 23 per cui f'(z) = Z__l I’argomento fosse la sola z

 mentre g(x) =3x—2dacuig(x) =3



Dimostrazione della derivata di x™ i A

* Dimostriamo per induzione che (x™)' = D(x™) =n - x™": Sl
. . . y Formule di
e n = 1: abbiamo dimostrato in precedenzache x’' =1-x'""1 =1 derivazione:

moltiplicazione per
una costante

n — 1: supponiamo vero che (x* 1) = (n — 1) - x"2

n: dimostriamo che (x™)' = n - x™1 Qui usiamo
/ . -1\, _ 1Y) . N2
 possiamo scrivere x™ = x - x™ 1 ") =m—-1)-x"
» utilizzando la formula per la derivata di un prodotto abbiamo:

Tabella derivate

(x . " )’ — 2l a1 . (1) = 1. o + x-(n "2 — fondamentali e
> . formule di
= X + (Tl 7 1)X derivazione

 quindi, raccogliendo, (x™)' = (1 +n—1)x" 1 =n.x"
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y=f(x)
y=k
y=x
y=x"n=+0
y=Vx
y=x

f(x)
y=k-f(x)
y=f(x)tglx)
y=f(x) gkx)
Y g(x)

y = [f)]"
y=+fx)

y = f(g)

con z = g(x)

f'(x)
y =k-f'(x)
y=f(x+gx)
y=f(x)-gx)+fx) g x)

Y = ff(x)gx) —fx)g'(x)

g% (x)

y' =nlf)* - f'(x)

Y = fx)
2(f(x)

y=f'(2)- g

con z = g(x)

Derivate
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Formule di
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somma

prodotto
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Dxn o nxn—l
Tabella derivate
fondamentali e
formule di
derivazione
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