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Un nuovo numero . )

7 1 Z Z Un nuovo numero
- Definiamo un nuovo numero e = std(1 + €)= dove ¢ e, come di consueto, Una curiosa
un infinitesimo i
. M applicazione
‘i Z \ \ La derivata dell
« Una definizione diversa e e = std (1 + —) dove questa volta M e un iy
‘ s M esponenziale
infinito La derivata della
. . _ . funzione
* Le due definizioni sono equivalenti tenendo conto che: logaritmica
. . 1. . o
e se ¢ e un infinitesimo allora —eun infinito oy
* se M e un infinito allora — eun infinitesimo Si, ma quanto vale e?

N
 La definizione rigorosa e e = std (1 - 1) con N ipernaturale infinito ma

si puo dimostrare che e = std (1 . %) per un qualsiasi infinito M



e=2.71828.. e un
numero irrazionale
trascendente detto
numero di Eulero

Una curiosa proprieta

/, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
« Si puo facilmente intuire che e = ;. 0 , infatti: .
na curiosa
* sviluppiamo in serie di Taylor la funzmne f(x) = eg* gzzlicr;;ta
* la derivata prima, come vedremo piu avanti, e f'(x) = e*, la derivata seconda applicazione
f”(x) — ¥ La derivata della
U funzione
« ricordando che la formula di Taylor e esponenziale
( . xo)k If_a dgrlvata della
k unzione
f(x) 7 f(xO) + f (xo)(x 7 xO) 7 f (xO) logaritmica
oK Comportamento
° — ~ 7 % agli estremi
e scegliendox, =0sihae*~1+x+ - +2 ” i i
Asintoti

a questo punto se calcoliamo ’approssimazione per x = 1 e ricordiamo che, per
definizione, 0! =1 e 1! = 1 abbiamo

P 1V 1T

-

/ . 9864101
* Per n = 10 abbiamo, per esempio, e * ———
3628800

= 2.718281801146385



Qualche applicazione (1)

 Consideriamo |’espressione %ln(x + 1)

* Proviamo a calcolare il valore di questa espressione per x = € con
. i . / 1
¢ infinitesimo, si ha ~In(e + 1)

Un nuovo numero
Una curiosa
proprieta
Qualche
applicazione

La derivata della
funzione
esponenziale

La derivata della

« Utilizzando le proprieta dei log.:aritmi1 possiamo scriverla come: funzione
1 logaritmica
In(e + 1)e
1 Dicanitalandan
e Ma sappiamo che e = Std(l + g)g qu]‘nd]‘ Vedremo nei prossimi anni che la
1

std[In(e + 1)e] = lne =1

quantita iln(x + 1) vale proprio uno
quando la x tende a diventare

infinito e il limite corrispondente
sara detto notevole



Qualche applicazione (2) s EE

X
er—1 Un nuovo numero
X Una curiosa
proprieta

Proviamo a calcolare il valore di questa espressione per x = € con ¢ Qualche
/ . : : -1 applicazione
infinitesimo, si ha =

Consideriamo |’espressione

La derivata della
& funzione

Poniamo 6 = e® — 1, quindi € = In(6 + 1) e Uespressione precedente Gl

La derivata della

diventa funzione
o) 1 logaritmica
Comportamento

m@+D " 1 1) Sl

Asintoti

Sappiamo pero che lln(e + 1) = 1 per cui

© ef—-1 1
= std T 1
- 5 (8 +1)

std



La derivata della funzione esponenziale (1) I8

* Sia y = e* la funzione esponenziale o
. . . . de* eXtdx_px . . proprieta
* il rapporto differenziale e - ) dx infinitesimo Quall.che.
applicazione
X dx _ 2
- usando le proprieta delle potenze possiamo scrivere Cili = ¢ - 1 il
s 1 . od xfl espongnziale
» sappiamo che, se § € infinitesimo, stdeT = 1 per cui stde*—— = e* i
. . / . Z logaritmica
 Ricordando che la derivata f'(x) di una funzione f(x) e, per o
. df (x / T
definizione, f'(x) = std% ecco la nostra derivata: )
(e¥)' = e*
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* Sia y = ef® yna funzione esponenziale il cui esponente & una
funzione f(x) derivabile
* ricordando che la formula per la derivazione delle funzioni composte e

[F(g@)] = F @) g'(x) con z = g()
» calcoliamo la derivata} di y = e/™® come funzione composta:
(ef@) = (e%)' - f'(x) = &f® . f'(x)

« Dove abbiamo posto z = f(x)

!
. ] 2
* Per esempio (e ) —
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La derivata della funzione esponenziale (3)

Siaora f(x) = a*
Per le proprieta dei logaritmi possiamo scrivere a* = e*1n¢@
- infatti e¥In@ = (¢ln “)x = a* visto che e/"% = g
. . 2% &% ’ . ,
Quindi f'(x) = (e*™?®) =e*"*.lna=a*-Ina
- Abbiamo usato la formula (e/™)) = /@ . f'(x) con f(x) = x - Inx

Per esempio:
* (3*))=3*-In3
« Notare che, avendo la formula, non e stato necessario passare per la
trasformazione 3% = e*In3
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La derivata della funzione logaritmica (1u 10

-

» Possiamo usare i risultati ottenuti anche per determinare la derivata della Un nuovo numero
funzione logaritmicay = Inx Una curiosa
1 proprieta
. / » In(x+dx)—In x 1 x+dx x+dx\dx Qualche
* Il rapporto differenziale e ( ) = I = ln( ) / applicazione
y / . dx. ax x . La derivata della
« ’argomento del logaritmo puo diventare: funzione
1 esponenziale
1 1 1 X x La derivata della
x + dx\dx 1+ dx\ax 1+ 1 dx 1+ 1 dx funzione
) — 7 == - logaritmica
X X x/dx x/dx Comportamento
X ’ s il Z : agli estremi
« Tenendo conto che - infinito (perche dx e infinitesimo) si ha che Ricapitolando
. 1 Asintoti
(1+ 2 = e per cut s (1 )] = &
std 1+x/dx = e per cui s 7 = ex

1

___ . (it dx\ax 1 3
Quindi, in conclusione (Inx)’ = std 2+ d’;) % = stdIn (x+x x)dx = Inex = -




La derivata della funzione logaritmica (2)"

. . . . _ Unn numer
Calcoliamo ora la derivata della funzione y =log,x cona # 0,1 e i

7 .
positivo Ui

In x applicazione

. ieta dei itmi = derivata dell
Per le proprieta dei logaritmi log, x = -— La derivata dell

esponenziale

2 Ma allOI’a: La derivata della

! funzione
In x 1 1 1 logaritmica
(loga .X'), == ¥ = sy 7 (ln x)’ — e A Cor.nportam.ento
Ina/ Ina Ina x e

Asintoti

* dove abbiamo tenuto conto del fatto che ﬁ e una costante
moltiplicativa

o i . _
Per esempio (log; x)' = .



La derivata della funzione logaritmica (3) =

P~ L g

Un nuovo numero

 Calcoliamo ora la derivata della funzione y = In f(x) Al

« Ricordiamo ancora una volta che la formula per la derivazione delle funzioni gfaﬁ?ﬁeté
CompOSte e applicazione

s ' / La derivata della
[f(g(x))] ~ f (Z) 9 (x) con z = g(X) funzione
esponenziale
La derivata della

2 Ma allO Fa. funzione

(ln F( x )' = lnz- f’(x) — lf’(x) — f, (x) z‘.oc?r;g;rrrtli\cr;ento
| z f(x) e
Asintoti

* dove abbiamo posto z = f(x)

+ Per esempio (In(2x — x?)) ==

2x—x3



Comportamento agli estremi (1)

» Gli iperreali possono tornare molto utili per determinare il . Un nuovo numero
comportamento delle funzioni agli estremi del loro dominio Stesso risultato si poteva
, , , . ottenere ricordando che M? é
* Facciamo un esempio, sia f(x) = 241 un infinitesimo di ordine
* il dominio della funzione f(x) € D = (—, +) superiore rispetto a M
* questo vuol dire che non possiamo calcolare la funzione per x = too G
« pero possiamo calcolarla infinitamente vicino a questi punti “ Tutti oli R
e Sia M un infinito allora f(M) = —— che e un rapporto di infiniti sono infinitamente
, . M+l - / vicini a zero!
» se raccogliamo M a denominatore abbiamo T Asintoti
1 1 M(M+=) M+
* ma — e un infinitesimo, M + — un infinito e — un infinitesimo
M M M+M
. 1 . . . . . .
+ In conclusione std —— = std— = Avv1c1nan.d051 a.mﬁmto la
M?%+1 M+ funzione diventa

infinitamente vicina a zero!
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1.21

Asintoto orizzontale

0.8 1

0.6 1
X

x2+1 04 -

» Si vede subito che la retta y =
0 e un asintoto per la funzione: 021

* In rosso la funzione f(x) =

La distanza tra funzione e retta

SR
-9
[#2]
(8]
-
o
-
N

14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

diventa infinitesima quando la x
e molto grande, infinita: x = M

La retta y = 0 e detta
asintoto orizzontale per ovvi
motivi

Lo stesso risultato si ottiene
calcolando la funzione per x
infinita ma negativa: x = —M







Comportamento agli estremi (2) E - -

2 2 / x2+1 Un nuovo numero
« Facciamo un altro esempio, sia f(x) = . Una curios
proprieta
* il dominio della funzione f(x) € D = (—,0) U (0, +0) g;;lliccgezione
» questo vuol dire che non possiamo calcolare la funzione per x = 0 -
- pero possiamo calcolarla infinitamente vicino a questo punto e
a derivata della
‘ / v Z gz+1 “ . funzione
* Sia € > 0 un infinitesimo allora f(e) = —— che e un rapporto di logaritmica
infinitesimi Avvicinandosi a zero la
. , g(e+3) . funzione diventa
 se raccogliamo ¢ a numeratore abbiamo . infinitamente grande!

\ i / 1 e 1 07
 Ma ¢ e un infinitesimo, - un infinito e ¢ + —un infinito a sua volta



Asintoto verticale

x%4+1
x

 In verde la funzione f(x) =

 Sivede subitoche larettax =0 e
un asintoto per la funzione:

La distanza tra funzione e retta
diventa infinitesima quando la x
infinitamente vicina a zero: x = ¢

* Lo stesso risultato si ottiene
calcolando la funzione per x
infinitamente vicina a zero ma
negativa: x = —¢

* Notare che la funzione sembra
avere un andamento asintotico
anche quando la x tende a
diventare infinitamente grande!

La retta x = 0 e detta

asintoto verticale per ovvi

motivi

ed

61

21




_ x4
i =22

F(/T _ _T'_f_zt_f_z rf(ﬁ*r’{l) :},-1.,.,1
7 7 7
f(x)z x4 ='-><f"f

0000000000



Piu rapidamente: M? + 1 € un

1 1 infinitesimo di ordine superiore

Comportamento agli estremi (3) nfinfLesimo diordine superore
rapporto e un infinito

Vi

/ . x2 +1 Un nuovo numero
« Ancora un esempio, sia f(x) = - Una curios
proprieta
* il dominio della funzione f(x) € D = (—o0,—1) U (—1, + ) g;;lliccgezione
. _ . M2+1 . . . La dgrivata della
e Sia M > 0 un infinito, f(M) = - che e un rapporto di infiniti i

M(M+1) M+1 La derivata della

 se raccogliamo M abbiamo —~ = —— che e un infinito funzione
M(1+M) 1+M logaritmica
Corpportarqento
* Proviamo a studiare allora ’andamento della derivata in M: s i
_ (x%+2x-1) _ (M2+2M-1) Asintoti
= Y f'(M) = (M+1)2 Avvicinandosi a infinito la
M2(1+3—i2) funzione ha un andamento tale
* raccogliendo M? si ha . "~ e quindi std f'(M) = 1 da avvicinarsi infinitamente a
M2 (145 una retta di coefficiente

angolare 1!



Comportamento agli estremi (4)

 La retta a cui si appoggia la f(x) edeltipoy=1-x+¢q
« |l coefficiente angolare e, come visto, std f'(M)

» Ora cerchiamo la quota g in modo che la differenza in M tra la
funzione e la retta stessa sia infinitesima

 Scegliamo quindi la quotaqgcomeqg=f(M) —1- M:

2 2 M2 _ 7 2
vy g M M=1Mpercuistdﬂ=—1
M+1 M+1 M+1 M+1
. .. . x%+1
* Laretta y = x — 1 e infinitamente vicina alla funzione f(x) = —

quando la x e infinita
* In altre parole, y = x — 1 e un asintoto obliquo per la funzione

Un nuovo numero
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Asintoto obliquo

x%+1
x+1

 Si vede subitoche y =x—1 e un
asintoto per la funzione:

* In azzurro la funzione f(x) =

La distanza tra funzione e retta
diventa infinitesima quando la x
infinitamente grande: x = M

Lo stesso risultato si ottiene
calcolando la funzione per x
infinitamente grande ma negativa:
x=-M

 Notare che la funzione sembra
avere un andamento asintotico
anche quando la x e infinitamente
vicina a —1!

77 Larettay =x—1 & detta
e asintoto obliquo, la funzione
s “+ si appoggia a questa retta







Ricapitolando

* Nel seguito § > 0 e un infinitesimo e M > 0 un infinito

 Se std f(xy + 6) = =M allora x = x, € un asintoto verticale per la
funzione f(x)

 Se std f(+M) = y, allora y = y, € un asintoto orizzontale per la
funzione f(x)

* Se std f(+M) = N, con N un infinito, allora la funzione potrebbe
avere un asintoto obliquo di equazione y = mx + q dove ...
e m=std f'(+M) se m = 0 e finito e ...
« q=std(f(xM) — mM) se q e finito

Un nuovo numero
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La derivata della
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cX+1
/)( ) e-ﬂ/p , t,u,:v[l:\ D
- = -
7o
C(—J;é },uﬂ:b-‘véblm

0000000000
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Asintoti (1) E 1

. . . x?2 2
Prendiamo in esame ’iperbole > —*- = 1 Una curiosa

proprieta

Un nuovo numero

/ ‘ \ 7 ‘ Qualch
Il nostro obiettivo e determinare la tangente all’iperbole i

/ i “a; A / La derivata della
all’infinito (si limitiamo al primo quadrante) funzione
esponenziale
La derivata della
* : 3 : ~ __ 7 funzione
Innanzitutto la semi-iperbole superioree y = b |- —1 i
Comportamento
agli estremi

Sia x = M con M > 0 infinito allora: Wi

Z Asintoti
. y(M) = b /%—1 = bM |~ —— da cui std(bM %—%>=§M

Possiamo definire P (M,ZM) il punto dell’iperbole all’infinito, nel
primo quadrante



Asintoti (2)

 La derivata del ramo di iperbole considerato e Un nuovo numero
2X Una curiosa
77 bx 1 proprieta
y = b a =— Qualche
P . 1 E proprio il coefficiente
2 2 1 2
. a a angolare di uno degli asintoti
 La derivata calcolata nel punto P e . oy . dell’iperbole
Y'(M) 7 7 5 logaritmica
a MZ a 1 1 Comportamento
- o e
sintoti
* E quindi std y(M) = % : Tla = 2, questo e il coefficiente angolare della tangente

all’iperbole nel punto P

. b b , e e s
 La retta tangente, alloraey —-M =—-(x — M) da cui La tangente a mfm}to e qU1r!d1
/ “ b |’asintoto, proprio come ci
y=—x aspettavamo!

a



