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Definizioni (2)
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Modello esponenziale (1)

e I(t) =1(0) - (1 + ASy)*

* |l contagio non si ferma piu, tutta la
popolazione contrae la malattia

» Ma gli infettivi tendono a diventare piu
della popolazione: c’e qualcosa che non
va!

Nessuno guarisce o muore:
non ci sono rimossi!

* La legge e una classica crescita
esponenziale!
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Modello esponenziale (2) -iix*z;»;

* Il modello piu semplice:

* se all’istante t, = 0 c’e un numero I, di infettivi (persone che
attualmente hanno la malattia e sono in grado di contagiare
altri) e la probabilita di contagio e A

allora il numero di persone contagiate nell’unita di tempo (un
giorno) da ogni infettivoe 4 S,

* Al giorno zero ci sono I, malati

cAlprimogiorno (t =1) I +A:Sy- Iy =1p- (1 +4-5p)
contagiati



__

Modello esponenziale (3) -i?r"fw

*Se al primo giornocisono Iy +A:Sy-1, =1, (1+ A:-5,) contagiati

* Al secondo giorno (t = 2) ci sono:
Ip-(1+A1:-5p) +
=l (1+1-Sp)-(A+1-S)=1,-(1+A7- SO)2
sdove I (1 + A-5Sp): il numero di malati il giorno precedente
cely-(1+A1-S,) 1S, conta quante persone sono state contagiate il
secondo giorno (contagiate proprioda I, - (1 + A - S,) infettivi)
* Proseguendo in questo modo avremo che, in generale, al giorno t
il numero di infettivi I(t) sara

I(t) =Iy-(1+A-Sy) perte[0,+).



Modello esponenziale (4) . I

* Il modello esponenziale si puo determinare anche facendo ricorso
alle equazioni differenziali

* La rapidita con cui il contagio 51 dlffonde e la derivata rispetto al
tempo del numero di infettivi 22 = |’ (t)

» Da quello che ci siamo detti sul modello esponenziale e chiaro che
la velocita del contagio e proporzionale al numero di contagiati
all’istante t: I'(t) = ri(t) con I(0) = I,

« Si tratta di un’equazione differenziale (un problema di Cauchy) a
variabili separabili la cui soluzione particolare e I(t) = I,e™




Modello esponenziale (4)

» Qui a destra la curva esponenziale
I(t) =1, - (1 + AS,)t
e Conly =2, N=100, 4 =0.001

* Il problema del modello
esponenziale, la sua scarsa
aderenza con la realta, si deduce

immediatamente dal grafico:

Il numero di infettivi supera il
numero di individui. Impossibile!

* Il motivo e semplice: nessuno
guarisce, nessuno muore!

|
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Legge di massa-azione (1) 2

 ’idea e di calcolare ’aumento degli infettivi in un tempo At:
I[(t + At) — I(t)

* p = A - At e la probabilita che un determinato infettivo contagi un
suscettibile nel tempo At

* p'=1-(1—p)' e la probabilita che almeno un infettivo contagi
un suscettibile masihap' = Ip =1 - 1At

ep''=p'-S=1]1-At-S e la probabilita che almeno un infettivo
contagi almeno un suscettibile, allora I(t + At) —I(t) =1-AAt-S

e quindi
, I+ At) —1(t) - IA -At-S
I'(t) = lim = lim = [AS
At—0 At At—0 At




Legge di massa-azione (1): iperreali

 ’idea e di calcolare ’aumento degli infettivi in un tempo At:
I[(t + At) — I(t)

* p = A - At e la probabilita che un determinato infettivo contagi un
suscettibile nel tempo At

* p'=1—(1—p)’ e la probabilita che almeno un infettivo contagi
un suscettibile masihap' = Ip =1 - 1At

ep''=p'-S=1]1-At-S e la probabilita che almeno un infettivo
contagi almeno un suscettibile, allora I(t + At) —I(t) =1-AAt-S

e quindi, se At e un infinitesimo
) — tdl(t 0y I(t) tdl/l ar S e
- At - i




Popolazione

Legge di A =0.0006
massa-azione (2) [T

S La diminuzione dei suscettibili
’ . ‘ . La rapl.dlta. di diffusione del porta a un rallentamento, a
« ’equazione che e alla base di contagio dipende anche dal 1) (R RETe

questo modello e I'(t) = IAS numero di suscettibili e diminuisce
« La cui soluzione e con il diminuire di questi

KN-e*Nt Iy 0.
I(t) = ——x: con k =

* |l numero degli infettivi si assesta
su N: il contagio colpisce via via
tutta la popolazione

N-I,

E un modello migliore rispetto al
precedente: il numero degli

infettivi non supera la 201
popolazione

Fase di crescita
esponenziale

10 80.0006-10013
In'i_.u..‘;su.—uzi(mr’(t) = Sel| 0 £t < 00, 100 -

100 —10 1+ IO 0.0006-100¢

Ma € irrealistico che la malattia
colpisca ’intera popolazione
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Modello SIS (1)

NI /%// 't‘ 7
: /4*%////7 a. qn
‘ettivo puo ammalarsi ancora

Al 3
N n
)4 |

e aumenta di A/ % (i suscettibili che si
ammalano nell’unita di tempo)

» diminuisce di /' (gli infettivi che
guariscono)

4




Modello SIS (2)

« L’equazione differenziale e:
, S I
I'(t) —AIN—]/I —AI(].—N)—)/[

kN(A—y)e@-1)t

« La soluzione e I(t) = 1+kie@-Vt

Io

con k = T

» |’andamento dipende dal valore
di (1—vy):
 se 1 > y la malattia tende a
stabilizzarsi su N (1 _ %) <N

* se 1 <y la malattia
scompare

La curva si stabilizza su
un valore N (1 — %)

Rallentamento della crescita
a causa delle guarigioni (che
sono proporzionali agli
infettivi)

Crescita esponenziale
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Modello SIS (3)
Integrazione numerica

e I(t+ At) =1'(t) - At quindi

s I(t+ At) = [Al(t) (1 —@) —yI(t)] - At

. Questq consente di usare un trucco per D T T T B A N A e ;
costruire la soluzione per punti 58

° IO

ISIS-numerica

40

: h=1m+Aﬂ:{Mdﬁ—ﬁ)—wq-m

30

20

. h=1m+zm>=ph( ’Q yh]At

(] 13 e ) < ISIS

In figura la soluzione Is;s_numerica COStruita Il t ivo dell

per punti sovrapposta alla soluzione PRI S Eiclels Mo el =e
analitica Ig;¢ curva e ottenuto aggiungendo

al precedente la variazione
della funzione!
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Integrazione
numerica (1)

Supponiamo di conoscere
la derivata f'(x) di una funzione f(x)

le coordinate (x,, f(x,)) di un punto P, della funzione

Si puo approssimare ’ordinata di un altro
punto P; della funzione con

f(x1) = f(xo) + f(xg)dx
dove x; = xy, + dx
Infatti f'(x,) = tana

Per il Il teorema sui triangoli rettangoli

l’incremento, cateto verticale, e pari -

all’altro cateto per la tangente dell’angolo
opposto (al primo cateto)

Ma la tangente dell’angolo € uguale al
coefficiente angolare della retta tangente e
quindi alla derivata in x,
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In pratica, il punto
successivo e scelto sulla

retta tangente

1
1

Ordinata del punto

successivo P;

"
Ly
—

Py = Py + f'(zo)dx = f(xo) + f'(w)dx

tan(a)-dr = f'(xg) dx

Incremento della variabile
dipendente y = f(x)

Incremento della
variabile indipendente x
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; — k4 ... poi il quarto a partire

Il terzo punto e calcolato Ty da x, e cosi via ...
allo stesso modo, a )

Integrazione partire da x; ...
numerica (2)

1.1

1
Il procedimento s ipuo iterare piu

volte 0.9
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Si puo approssimare [’ordinata di un 0.8 ‘¢
altro punto P, della funzione con !

fx) = fGxer) + f'(x1)dlx o
dove x, = x; + dx '

e f(x,) e il valore calcolato in
precedenza

Il procedimento e tanto piu preciso
quanto piu dx e piccolo!

Successivamente, con un humero
sufficiente di punti si puo cercare
una funzione approssimante
opportunal
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Modello SIR (1)

4 ///’”’W’ ossibilita che un

1T 11 1 ~ I
nita: un infettivo non puo N 14

Dy — AIS
N
S
I' =2I——vylI

N

,, e
/ Il numero di infettivi aumenta a causa dei

nuovi contagi: +Al %

* Ma diminuisce a causa delle rimozioni: —yI

» Attenzione: le rimozioni comprendono
guargioni e decessi!




Modello SIR (2)

Fase di
decrescita
L’equazione (il sistema) € molto
complessa da integrare
Si puo scegliere di costruire la Approssimazione costruita con

soluzione per punti At = 10 giorni, la serie

comprende 122 punti

S(t + At) = S(t) — [/1 &”] At

N
I(t + At) = +[,1 %—y ]At
Apartireda I, e Sp = N — Iy: Fase di crescita
+ sicalcolano S; e [ ... esponenziale

* ... poisicalcolano S, e I,
50 100 150 200 250 300 350 400 450 1500 5350 600 6350 700 730 800 850

Quando si hanno punti sufficienti a
comprendere |’andamento si
approssima con una funzione adatta
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Modello SIR (3)

" 1S
0, in altre parole --=< 1
Y N

i per infettivo per U'intera durata

Ltora.

.‘
"
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Modello SIR (4) 3

S

 realta il sistema presentato nella slide 16 si puo semplificare:

/,, anzitutto 'ultima equazione R’ = yI e inutile, il numero dei
’ 1 Si puo ricavare per sottrazione conoscendo suscettibili e

MOSSi
nfettivi
~ + |n secondo luogo, dividendo tutti i termini delle prime due
/ equazioni per N e ponendo x = S/N (e quindi x" =S'/N)y =1/N
(e quindi y' =1'/N) si ha
{ x = —Axy

/ re— J—
y =Axy —vy sulle percentuali ditinfettivill/N e

R
S

3 2

D

&

N

lavorare




Bibliografia minima

////
?/ « La matematica delle epidemie: istruzioni per l’uso

http://maddmaths.simai.eu/divulgazione/focus/epidemie-matematica/

\

« Epidemia allisola degli eremiti
https://areeweb.polito.it/didattica/polymath/htmlS/argoment/Matematicae/Dic_05/MateEpidemie.htm

* Riley, S., Eames, K., Ishamc, V., Mollisond, D., Trapmane, P. - Five
challenges for spatial epidemic models
https://www.journals.elsevier.com/epidemics

* Mascia, C. e Montefusco, E. - Modelli deterministici in 5
epidemiologia - Dipartimento di Matematica G. Castelnuovo, :
Sapienza Universita di Roma :
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